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Résumé
Cette étude se focalise sur les outils aidant à analyser et à prédire de façon robuste les instabilités induites
par le frottement en prenant en compte les incertitudes paramétriques, ce problème constituant toujours
un enjeu majeur dans beaucoup d’applications industrielles. La difficulté principale est relative au coût
exhorbitant de l’analyse des valeurs propres complexes lorsqu’opérée sur des modèles éléments finis
complexes à paramètres incertains. Il devient alors nécessaire de développer des modèles alternatifs,
nommés méta-modèles, permettant un compromis raisonnable entre la fidélité de leur représentativité
des propriétés de stabilité et l’efficacité de leur déploiement dans les schémas algorithmiques d’analyse
robuste. Dans ce cadre, les méta-modèles de type krigeage sont proposés dans cette étude. L’objectif
principal est d’évaluer leur potentiel à réaliser ce compromis. Par ailleurs, l’analyse globale de la
sensibilité au sens de Sobol est proposée comme une étape préliminaire permettant de réduire le nombre
de paramètres incertains et favorisant ainsi une construction plus efficace du méta-modèle. Un système
de freinage simplifié est considéré pour illustrer les axes principaux de la procédure proposée.
Abstract
This study focuses on methods helping for more efficient robust analysis and prediction of friction-
induced instabilities which remain a challenging issue for numerous industrial applications. The major
difficulty is related to the prohibitive cost occasioned by the use of the complex eigenvalue analysis
when associated with large scale finite element models with uncertain parameters. Thus, it is necessary
to develop alternative models that can realize a compromise between the faithfulness of their represen-
tativeness of stability properties and the efficiency of their use in robust analysis algorithms. Kriging
based metamodels are proposed in this framework. The main objective is to assess their potential to
achieve this compromise. Otherwise, the global sensitivity analysis from Sobol sense is proposed as a
preliminary step helping for the reduction of the number of uncertain parameters which helps for a more
efficient construction of kriging models. A simplified brake system is considered to illustrate the main
axis of the proposed strategy.
Mots clefs : Systèmes de Freinage, Stabilité, Incertitudes, Analyse de Sensibilité, Indices
de Sobol, Méta-modèles, Krigeage
1 Introduction
L’analyse et la prédiction robustes des instabilités induites par le frottement restent des enjeux majeurs
dans de nombreuses applications relevant du domaine du transport [1, 2, 3]. Ces instabilités peuvent se
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manifester, dans le cas des systèmes de freins par exemple, par du crissement lequel, même en n’ayant
aucune conséquence négative sur l’efficacité du freinage, peut, de par les hautes fréquences et les so-
norités à grandes amplitudes le caractérisant, impacter sévèrement le confort acoustique des usagers et
peut aussi induire des coûts de services après-vente non-négligeables [4].
Nombreuses sont alors les études et recherches qui continuent d’être dédiées au développement de mé-
thodes plus efficaces permettant une prédiction robuste du crissement. Dans ce cadre, la littérature fait
référence à deux classes principales. La première est basée sur l’analyse non-linéaire du comportement
dynamique à travers la détermination des évolutions temporelles des grandeurs mécaniques. Cette mé-
thode reste, cependant, prohibitive en temps de calcul même lorsqu’elle est associée à des modèles
réduits [5]. La deuxième classe qui consiste en l’analyse des valeurs propres complexes (CEA) est, de ce
point de vue, plus avantageuse et, par conséquent, plus utilisée [6]. Elle devient, à cause de la complexité
des modèles éléments finis, particulièrement coûteuse lorqu’elle est utilisée pour répondre à des objec-
tifs de robustesse et/ou d’optimalité. Il est alors nécessaire de développer des représentations alternatives
aux modèles éléments finis, désignés souvent par la terminologie ’méta-modèles’, pouvant réaliser un
compromis entre la fidélité de leur représentativité et l’efficacité de leur intégration dans des schémas
algorithmique et numériques et ce pour une meilleure efficacité de la prédiction du crissement.
Cette étude s’inscrit dans cette perspective. En effet, elle propose le krigeage [7] comme méta-modèle et
l’analyse de la sensibilité au sens de Sobol [8] comme étape préliminaire et nécessaire à une construc-
tion plus efficace du méta-modèle. De façon plus précise, l’analyse de la sensibilité au sens de Sobol
permet de mesurer objectivement les effets individuels mais aussi collectifs des paramètres mécaniques
sur les propriétés de stabilité offrant ainsi un critère quantifiant l’importance de prendre en compte les
incertitudes paramètriques dans la construction du méta-modèle.
Ce papier est organisé comme suit. Le modèle élément finis d’un système de freinage simplifié est pré-
senté en Section 2. L’analyse, au sens de Sobol, de la sensibilité de la stabilité du système considéré vis
à vis d’un ensemble de paramètres de conception est présentée en Section 3. Le formalisme du krigeage
est alors brièvement présenté en Section 4 tout comme les résultats de son utilisation pour prédire les
instabilités.
2 Modèle Elément Finis
Le modèle élément finis représenté en (Fig.1) est considéré dans cette étude. Il est celui d’un système
de frein simplifié et obtenu à partir de l’assemblage de deux modèles éléments finis à savoir celui d’un
disque et celui d’une garniture de frein. Par ailleurs, la surface de contact est modélisée en considérant
neuf noeuds de contact uniformément espacés. La surface interne du disque est supposée encastrée tandis
que la frontière de la surface supérieure de la garniture glisse le long de la direction normale [11]. Le
modèle assemblé possède 174 ddls dont 80 ddls pour le disque, 40 ddls pour la garniture et 54 ddls pour
la surface de contact.
Figure 1: Modèle élément finis d’un système de frein simplifié
L’équation dynamique du système non-amorti est décrite sous la forme suivante :
MX¨ + (K + Kc)X = Fpressure (1)
oùM est la matrice masse,K la matrice de raideur,X est le vecteur déplacement avec la vitesse associée
X˙ et l’accélération X¨. Par ailleurs, Fpressure représente la force due à la pression de freinage appliquée
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sur la garniture.Kc représente une matrice non-symétrique définie pour modéliser l’interface de contact
entre le disque et la garniture aux noeuds de contact où les forces normales et tangentielles de contact
sont appliquées par le disque sur la garniture et inversement. Le contact frottant est supposé être régi par
une loi de Coulomb avec un coefficient de frottement µ constant tout en considérant un état de glissement
permanent. Les forces normales et tangentielles de contact sont définies pour chaque noeud [9] comme
suit :
F dnormal,i =
kc(Xd,i −Xp,i) if(Xp,i −Xd,i) > 0,0 otherwise. (2)
F dtangent,i = µF
d
normal,isign(vr,i) (3)
où Xi,d et Xi,p représentent les déplacements nodaux du disque et de la garniture denotés par d and p
respectivement et vi,r est la vitesse associée.
3 Stabilité et Analyse de Sensibilité
Dans cette section, il est question d’évaluer quantitativement et de façon objective l’influence indivi-
duelle et collective de certains paramètres mécaniques de conception sur les propriétés de stabilité du
système de freinage considéré. La liste non-exhaustive de paramètres pi est incluse dans l’ensemble
{ed, ep, ρd, ρp, µ, kc} comporte les modules de Young {ed, ep} et les densités volumiques {ρd, ρp} du
disque et de la garniture respectivement, le coefficient de frottement {µ} et la raideur linéaire de contact
{kc}, voir Table 1 où les intervalles de variations Ipi des paramètres pi sont donnés. Ces paramètres
sont supposés régis par des lois de probabilités uniformes indépendantes définies sur leurs intervalles
Ipi respectifs. Les autres paramètres définissant la géométrie du disque et de la garniture sont considérés
déterministes.
La stabilité du système, définie à l’equation (1), peut être caractérisée par l’analyse de ses valeurs propres
λ = a+ jb obtenues par la solution du problème aux valeurs propres suivant :
(λ2M + (K + Kc))Ψ = 0 (4)
Laméthode deMonte Carlo est souvent utilisée pour analyser les effects des paramètres sur les propriétés
de stabilité. Elle consiste en la génération de jeux de paramètres suivant leurs densités de probabilité
respectives et de résoudre le problème aux valeurs propres correspondant à chaque jeu. L’application de
cette procédure au modèle du système de freinage considéré donne lieu aux valeurs propres représentées
dans le plan complexe (Fig. 2). Une valeur propre λ = a + jb est dite asymptotiquement stable si sa
partie réelle a est strictement négative alors qu’elle est dite instable si a est strictement positive. Du fait
de la non prise en compte de l’amortissement, un résultat classique de symétrie par rapport à zéro sur
l’axe des imaginaires est observé.
Ordonner les paramètres en fonction de leurs impacts sur la stabilité (i.e sur la distance des valeurs
propres de l’axe des imaginaires définissant la frontière entre l’espace stable et l’espace instable) en se
basant uniquement sur les valeurs propres déterminées précedemment reste très difficile. L’analyse de
sensibilité au sens de Sobol est proposée dans ce cadre comme une alternative en considérant la fonction




|Re(λi(ed, ep, ρd, ρp, µ, kc)| (5)
où Re(·) représente la partie réelle de la ième valeur propre λi(·).
L’analyse de la sensibilité au sens de Sobol consiste à déterminer les indices de Sobol quantifiant la
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Figure 2: Les valeurs propores du système représentés dans le plan complexe et obtenues par la
méthode de Monte Carlo
Table 1: Les intervalles d’incertitudes des paramètres mécaniques
Paramètres aux lois uniformes Minimum Maximum
Coefficient de frottement 0.2 0.7
Module de Young du disque (pa) 14 1010 22 1010
Module de Young de la garniture du frein (pa) 0.5 109 2 109
Densité volumique du disque (kg.m−3) 7100 7900
Densité volumique de la garniture (kg.m−3 ) 1400 2600
Raideur linéaire de contact (n.m−1) 1 107 4 107
variabilité de la fonction (5) induite par la variabilité d’un ou plusieurs paramètres. Les indices de Sobol
du premier ordre Si mesurent les influences individuelles des paramètres pi alors que les indices d’ordre
supérieur définissent les influences de groupe de paramètres [8]. Les indices de Sobol du premier ordre





où Var(.) représente la variance et E[.\.] l’espérance conditionnelle.
De la même façon, les indices de Sobol d’ordre supérieur sont définis. Par exemple, les indices du second





En fin de compte, à chaque paramètre pi, un indice total STi , donné par la somme de tous les indices
impliquant pi, est défini par :
STi = Si + Sij + Sijk + ... (8)
Une grande valeur de Si indique que le paramètre pi possède une forte influence sur la fonction Dstability
alors qu’une faible valeur de l’indice total STi dénote le fait que le paramètere pi n’a pas d’influence
significative sur la fonction de la stabilité et ce même en étant combiné avec les autres paramètres.
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Le problème se résume alors à calculer ces différents indices. La méthode référentielle de Monte Carlo
est utilisée dans cette étude [8, 10]. La taille du jeu de paramètres assurant un calcul convergent est
obtenu égal à N = 10000. Table 2 montre les indices du premier ordre ainsi que les indices totaux
des paramètres (pi ∈ {ed, ep, ρd, ρp, µ, kc}). Deux ensembles de paramètres peuvent être séparés. Le
Table 2: Les indices de Sobol du premier ordre estimés par la méthode de Monte Carlo
Paramètres aux lois uniformes Si avec N = 10000 STi avec N = 10000
Coefficient de frottement 0.756 0.865
Module de Young du disque 0.000 0.021
Module de Young de la garniture 0.000 0.002
Densité volumique du disque 0.000 0.004
Densité volumique de la garniture 0.001 0.055
Raideur linéaire de contact 0.204 0.226
premier inclut le coefficient de frottement et la raideur linéaire de contact. Ces derniers possèdent les
influences les plus significatives sur la fonction de stabilité (5) puisque leurs indices de Sobol du pre-
mier ordre sont significativement élevés. Le deuxième ensemble comporte le restant des paramètres (les
modules de Young et les densités volumiques du disque et de la garniture du frein). Leurs indices du
premier ordre respectifs sont faibles ce qui dénote la faible influence de ces paramètres sur la fonction
stabilité considérée dans leur intervalles respectifs. Par ailleurs, la différence relativement faible entre
les indices du premier ordre et les indices totaux du coefficient de frottement et de la raideur linéaire de
contact montre que ces paramètres influencent la fonction de stabilité plus individuellement que collec-
tivement.
4 Méta-modélisation par le krigeage
En se basant sur les conclusions précédentes de l’analyse de la sensibilité, la pertinence de l’utilisation
des méta-modèles de type krigeage pour prédire les proportions d’instabilités du système de freinage
représenté par (1), est évaluée. De façon plus précise, le krigeage est proposé pour estimer, en tenant
compte des incertitudes du coefficient de frottement µ et de la raideur linéaire de contact kc montrés
précédemment comme étant des paramètres très influents sur la stabilité, les proportions d’instabilités
dénotées par prop
fµ,fkc
(ed, ed). Cette fonction dépend implicitement de µ et de kc et explicitement des mo-
dules de Young (ed, ep) du disque et de la garniture du frein. Le méta-modèle construit ci-dessous est
défini à partir des deux paramètres physiques sur lesquels il est potentiellement envisageable d’influen-
cer assez facilement la valeur nominale (dans cette étude nous avons choisi les modules Young du disque
et de la plaquette) alors que les deux paramètres incertains conservés correspondent à ceux ayant l’indice
de Sobol le plus important. Par ailleurs les variations sur les densités volumiques sont omises pour des
considérations de simplicité.
Les proportions d’instabilité correspondent aux pourcentages d’instabilité définis par le nombre de
fois que le système est instable sur l’ensemble des échantillons générés aléatoirement {µj , kjc} avec
j = 1, ..., 1000 et ce pour chaque couple (eid, eip) avec i, j renvoyant aux nombres de calculs explicites
en fonction des modules de Young et implicites en fonction du coefficient de frottement et de la rai-
deur de contact. Fig. 3 représente la surface de réponse de la fonction prop
fµ,fkc
(ed, ed). Elle est déterminée
suite à la solution de 107 problèmes aux valeurs propres ce qui a coûté 21 jours de temps de calcul. Le
krigeage est alors proposé pour estimer cette surface de réponse de façon moins couteuse et plus efficace.
4.1 Formulation Mathématique du Krigeage
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Le formalisme du krigeage stipule la possibilité de déterminer la valeur d’une fonction en un point donné
en combinant linéairement des valeurs connues de la fonction en des points générés préalablement sui-
vant un plan d’expérience [7]. Le formalisme permet de construire un prédicteur sans biais et à variance
minimale. Il est exploité ci-après pour prédire les proportions d’instabilité prop
fµ,fkc
(ed, ep) du système de
freinage considéré précédemment. Les principaux éléments permettant de construire un méta-modèle de
type krigeage sont présentés. Pour ce faire, considéronsm points eprop = [e1, e2, ..., em] avec e = [ed, ep]
et lesm sorties Y = [y1, y2, ..., ym]T définissant les proportions d’instabilité associées à chacun desm
points tel que yi = prop
fµ,fkc
(ei). Ainsi, la fonction proportion d’instabilité prop
fµ,fkc
(ed, ep) peut, selon la
théorie du krigeage [7], être approximée comme suit :
prop
fµ,fkc
(e) = f(e)Tβ + z(e) (9)
La première partie de la somme peut être une constante ou une régression linéaire ou polynomiale,
les fonctions de cette régression étant données par fi, i = 1, ..., q pondérées par les paramètres βi.
Elle définit la tendance globale de la fonction approximée. La seconde partie z est une réalisation d’un
processus aléatoire de loi normale à moyenne nulle et à covariance donnée par :
E[z(w)z(e)] = σ2<(θ,w, e) (10)
où σ2 est la variance du processus et<(θ,w, e) ∈ [0 1] est unmodèle de corrélation spatiale de paramètre
d’échelle θ = [θ1, θ2] dont la détermination sera discutée plus tard. Cemodèle est défini par une fonction
monotone dépendant de la distance positive ou nulle entre deux points w and e. Elle est construite
de façon à ce que deux points infiniment distants soient non-corrélés et que deux points identiques





<j [−θ(wj − ej)2] (11)
En désignant par la matriceG dont les éléments sont donnés par gi,: = [f(ei)]T , le vecteur de paramètres
Table 3: Les fonctions de corrélation
Modèle de corrélation <(θ, wj , ej)
Exponentiel exp(−θj |wj − ej |)
Gaussien exp(−θj(wj − ej)2)
Linéaire max{0, 1− θj |wj − ej |}
de la régression β donné par
β∗ = (GTΦ−1G)−1GTΦ−1Y (12)
est la solution au sens des moindres carrés du problème classique de régression
Gβ ' Y (13)
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oùΦ lamatrice de corrélation dont les éléments sont définis parφi,j = <(θ, ei, ej) et r(x) = [<(θ, e1, x), ...,<(θ, em, x)]T
est un vecteur contenant les valeurs des corrélations entre chacun desm points du plan d’expérience et
la variable x définissant l’espace de conception.
Les paramètres optimaux précédemment déterminés β∗ and θ∗ dépendent de la matrice inverse Φ−1
qui dépend à son tour du vecteur de paramètres de corrélation θ. Le choix optimal θ∗ est défini comme
étant la solution par rapport à θ du problème d’optimisation suivant [11]
minf(θ) = |Φ| 1mσ2 (15)
où |Φ| est le déterminant Φ. En se basant sur la décomposition (9) et la solution θ∗ de (15), l’objectif
est de prédire la proportion d’instabilité non-biaisée correspondant à un point donné e de l’espace de
conception. Le prédicteur de type krigeage [7] des proportions des instabilités est défini par :
yˆ(e) = fT (e)β∗ + r(e)Tγ∗ (16)
où β∗ est la solution (12) du problème de régression (13) avec γ∗ = Φ−1(Y−Gβ∗).
4.2 Prédiction des Proportions d’Instabilité
Dans cette sous-section, le méta-modèle par krigeage est utilisé pour construire la surface de réponses
de la fonction proportions d’instabilités dont la représentation référentielle est donnée dans Fig. 3.
L’influence de la taille du plan d’expérience m sur la précision des prédictions du méta-modèle a été
Figure 3: Les proportions d’instabilités déterminées via la solution de 3
évaluée. Par ailleurs, le modèle de corrélation gaussien est considéré. En fait, selon l’étude bibliogra-
phique effectuée, il n’existe pas de critère permettant de choisir au préalable un modèle optimal. L’ob-
tention de ce dernier passerait en général par une étude comparative entre les méta-modèles correspon-
dant aux différents modèles de corrélations. Les méta-modèles obtenus, en utilisant la boîte à outils
DACE sous Matlab, [11] avec des plans d’expériences de type Latin Hypercube de différentes tailles
m ∈ {100, 300, 600, 900} permettent d’obtenir les surfaces de réponses représentées dans Fig .4.
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Figure 4: Les proportions d’instabilités estimées par le krigeage utilisant des plans d’expériences de
différentes taillesm ∈ {100, 300, 600, 900} avec un modèle de corrélation spatiale exponentiel
Les proportions d’instabilités, fonctions de (ed, ep), représentées dans Fig.4 montrent globalement une
même tendance comparée à la surface de réponse référentielle portée dans Fig.3. La précision des propor-
tions estimées dépend de la taillem du plan d’expérience utilisé. Elle augmente, en effet, en fonction de
m. A noter aussi qu’une représentation convenable des frontières stabilité/instabilité requiert un nombre
d’observations m relativement plus important. Ceci est prévisible compte tenu du fait que ces régions
sont caractérisées par des variations très rapides et non-linéaires des propriétés de stabilité. Par ailleurs,
il y a lieu de souligner le fait que le temps de calcul consommé pour déterminer les surfaces de réponses
est très inférieur à celui occasionné par le calcul de référence. Par exemple, pour le cas m = 300, le
méta-modèle correspondant a nécessité la solution de 3.105 problèmes aux valeurs propores. Cette opé-
ration a nécéssité près de 15 heures de calcul, largement inférieur aux 21 jours requis pour l’obtention
de la carte référentielle. Cette différence est logiquement payée par une précision inférieure à celle des
prédictions de référence. Un compromis entre la précision souhaitée des prédictions et le coût associé
doit être préalablement défini.
5 Conclusion
Ce papier a présenté une étude des capacités préliminaires des méta-modèles de type krigeage a être
utilisés pour prédire de façon efficace les proportions d’instabilités tout en prenant en compte des incer-
titudes paramétriques. Les résultats ont, en effet, montré un potentiel très intéressant. Par ailleurs, il a été
montré qu’effectuer, en amont, une analyse de sensibilité au sens de Sobol permet, en plus de mesurer
objectivement les influences individuelles et collectives des paramètres sur les propriétés de stabilité,
de réduire la dimension de l’incertain et par conséquent, une construction plus efficace (nombre réduit
d’incertitudes) des méta-modèles.
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